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Resume 

En choisissant des "caracteres" et des "logarithmes" , meromorphes sur C, construits a l'aide de 
la fonction Gamma d'Euler, et en utilisant des series de factorielles convergentes, nous sommes 
en mesure, dans une premiere partie, de donner une "forme normale" pour les solutions d'un 
systeme aux differences singulier regulier. Nous pouvons alors definir une matrice de connexion 
d'un tel systeme. Nous etudions ensuite, suivant une idee de G.D. Birkhoff, le lien de celles-ci 
avec le probleme de la classification rationnelle des systemes. Dans une deuxieme partie, nous nous 
interessons a la confluence des systemes aux differences fuchsiens vers les systemes differentiels. 
Nous montrons en particulier comment, sous certaines hypotheses naturelles, on peut reconstituer 
les monodromies locales d'un systeme differentiel limite a partir des matrices meromorphes de con- 
nexion des deformations considerees. Le point central, qui distingue en profondeur les systemes aux 
differences singuliers reguliers de leurs homonymes differentiels ou aux (/-differences et qui rend leur 
etude plus complexe, est la necessaire utilisation de series de factorielles (qui peuvent diverger en 
tant que series de puissances). Une version de cet article est a paraitre aux Annales de l'lnstitut 
Fourier. 

Abstract 

By using meromorphic "characters" and "logarithms" built up from Euler's Gamma function, 
and by using convergent factorial series, we will give, in a first pat, a "normal form" to the solutions 
of a singular regular system, ft will enable us to define a connexion matrix for a regular singular 
system. Following one of Birkhoff 's idea, we will then study its link with the problem of rational clas- 
sification of systems. In a second part, we will be interested in the confluence of fuchsian difference 
systems to differential systems. We will show more particularly how we can get, under some natural 
hypotheses, the local monodromies of a limit differential system from the connection matrices of 
the deformation that we consider. The use of factorial series (which can diverge as power series) 
distinguish regular singular difference systems from their differential and ^-difference analogues and 
make their study more difficult. 



1 Introduction. 

Un systeme aux differences : 

Y(x - 1) = A(x)Y(x), A £ Gl n (C(x)) (1) 

est dit fuchsien si A est holomorphe a Poo et si A(oo) = I. II est dit singulier regulier s'il peut 
etrc transforme en un systeme fuchsien a l'aide d'une transformation de jauge rationnelle. 
Rappelons que le systeme deduit de £Q) par la transformation de jauge R (R £ Gl n (K) ou 
K est un extension de corps de C(x)) est celui obtenu en posant Y = RZ : 

Z(x - 1) = [R(x - l)- 1 A{x)R(x)] Z(x). 

Designant par 8—% l'operateur dont Paction sur une fonction Y est definie par la formule : 

5-iY{x) = (x- l){Y{x) - Y(x - 1)), 

un systeme fuchsien peut s'ecrire sous la forme : 

5-xY = AY 

ou A est holomorphe a Pinfini. 

Un systeme fuchsien non resonnant (i.e. tel que deux valeurs propres de ^4(oo) ne different 
pas par un entier relatif non nul) admet une unique solution formelle de la forme : 

+ oo 

(/ + ^r s x- s )^. 

s=l 
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La serie I + X) s =°i ^s^~ s n'est en general pas convergente; c'est la difference fondamentale 
des systemes aux differences singuliers reguliers avec leurs analogues aux ^-differences et 
differentiels. Dans ^5], M. Van der Put et M. Singer demontrent qu'il existe deux solutions 
fondamcntales asymptotiques a Y dans un demi-plan gauche pour l'une et droit pour l'autre. 
Notons que Birkhoff avait deja prouve des resultats analogues dans un cas "irregulier" (voir 

0)- 

D'autres auteurs ont remarque l'interet, pour l'etude de ce probleme, des series de fac- 
torielles (on peut citer N.-E. Norlund et plus tard Fitzpatrick et Grimm [Sj, ou encore 
W.A. Jr. Harris ^H])- Rappelons qu'il s'agit de series de la forme : 

+00 

s=0 



x(x + 1) • • • (x + n — 1) 

Rappelons egalement qu'en faisant le changement x <— — x dans la definition des series de 
factorielles, on obtient la notion de serie de retro- factorielles. On peut demontrer que la serie 
I + J2t^i Ys x ~ s es t developpable en serie de factorielles (resp. retro-factorielles) convergente 
dans un demi-plan droit (resp. gauche) et tangente a 7 en +00 (resp. —00) ; voir par exemple 
II convient egalement de remarquer que, d'un point de vue combinatoire, les x~^ sont 
des vecteurs propres de l'operateur 5—%. 

Une derniere approche consiste a se ramener, par une transformation de jauge developpable 
en serie de factorielles convergente, tangente a I en +00, a Pequation Y(x — 1) = (I — 
A (^ )Y(x). Pour resoudre cette equation, on se ramene a deux families d'equations de bases : 
celle des caracteres et celle des logarithmes (elles correspondent respectivement a la partie 
semi-simple et a la partie nilpotente de A(oo)), celles-ci peuvent etre resolues par des fonc- 
tions (uniformes) meromorphes sur C construites a l'aide de la fonction Gamma d'Euler (il 
reste un arbitraire dans le choix de telles solutions). Par exemple, A. Duval utilise cette 
approche, dans jlj, pour etudier la confluence des systemes aux g-differences fuchsiens vers 
les systemes aux differences fuchsiens. Nous adoptons aussi cette demarche dans cet article. 
On peut operer de maniere symetrique en —00 par le changement de variable x < x. 

Ainsi dans le cas non resonnant on a deux solutions fondamentales "canoniques" : l'une 
est attachee a +00, l'autre a —00. En revanche dans le cas resonnant ou plus generalement 
dans le cas singulier regulier, il n'y a pas a priori de solution canonique, contrairement au cas 
differentiel. Se pose done le probleme de donner une "forme normale" aux solutions. Nous 
en proposons une, inspiree des travaux de J. Sauloy dans |17j . 

Cela nous permet de definir la matrice de connexion de Birkhoff d'un systeme aux 
differences singulier regulier. Celle-ci rend compte des relations lineaires entre les deux 
systemes fondamentaux de solutions evoques ci-dessus. G.D. Birkhoff a etudie son lien avec 
le probleme de la classification rationnelle des systemes aux differences (voir et |2j). Dans 
[T5] M. van der Put et M.F. Singer etudient la matrice de connexion de maniere approfondie 
dans le cas regulier et donnent quelques enonces dans le cas singulier regulier sans toujours 
detailler les preuves. Nous reinterpretons ces enonces dans notre approche et les prouvons 
en detail. 

La deuxieme partie de cet article est consacree a la confluence des systemes aux differences 
fuchsiens vers les systemes differentiels : nous etudions la confluence des solutions et celle 
des matrices de connexion. En particulier, nous expliquons comment peuvent etre calculees, 
a partir des matrices de connexion, les monodromies locales d'un systeme differentiel limite. 



3 



L'etude de cette confluence est plus difficile que celle, analogue, des systemes aux q- 
differences vers les systemes differentiels effectuee par J. Sauloy dans J7|, dont nous nous 
sommes inspires, parce qu'on ne peut pas employer des series de 1/x convergentes, et qu'il 
faut les remplacer par des series convergentes de (/i-)factorielles. 

Notre approche repose sur une hypothese naturelle relative a la croissance des coefficients 
des series de /i-factorielles qui definissent la deformation du systeme differentiel considere 
(hypotheses de type (C, A)). Notons que ces hypotheses sont verifiees lorsqu'on est en presence 
de convergence uniforme au voisinage de l'infini (voir le corollaire El en 15 . 5 . 2JI . ce qui en fait 
des hypotheses raisonnables, generalement verifiees dans la pratique. 

Signalons que dans JT] I. Krichever presente une approche differente de l'etude des 
systemes aux differences (tcchniqucment, tout repose sur la resolution de problemes du type 
Riemann-Hilbert). 11 propose en particulier, pour certains systemes aux differences, une no- 
tion de monodromies locales. II montre que dans certaines situations, ces monodromies locales 
confluent vers les monodromies locales d'un systeme differentiel limite. Les hypotheses sont 
toutefois assez restrictives. 

Les problemes que nous considerons (classification rationnelle et confluence) et la "philoso- 
phic" de leurs solutions sont analogues a ceux de J. Sauloy dans [T7|. Ici cependant, Pappari- 
tion de series de /i-factorielles rend les situations rencontrees, et les moyens mis en oeuvre 
pour les comprendre, plus complexes. 

Notre article est egalement inspire de travaux recents de A. Duval ; notamment des arti- 
cles et g]. 

Mentionnons enfin que dans Particle en preparation \7\ (voir egalement |16p nous envis- 
agerons, en collaboration avec A. Duval, une generalisation des differents phenomenes de 
confluence. 

Remerciements. Ce travail fait partie d'une these (JSj) sous la direction de J.-P. Ramis ; 
je lui adresse toute ma reconnaissance pour son ecoute et son aide si precieuses. Je tiens 
egalement a exprimer toute ma gratitude envers J. Sauloy pour ne s'etre jamais economise 
lors de nos nombreuses q-discussions. Enfin, je remercie chaleureusement A. Duval pour son 
aide et pour l'interet qu'elle a porte a ce travail. 

2 Notations et terminologie. 

On note t_/j l'operateur de translation de pas —h : T—h y( x ) = y( x ~ h). On definit 
egalement les deux operateurs et par : 

A_, y(x) = V{X) - T - h V{X) et 8. h y(x) = (x - h)A„ h y(x). 
h 

Le systeme (aux differences) de pas h defini par une fonction matricielle A est par definition 
le systeme suivant : 

5_ h Y = AY. 

Les anneaux de series de /i-factorielles et de series de /i-retro-factorielles sont respec- 
tivement notes 0^ l J ct et O^tro-facv ^ es ann eaux de series formelles correspondants seront 
respectivement notes 0^ ct et 0^ l ) tro _ fact . Les corps des fractions des anneaux precedents 
seront respectivement notes Mf] cV M { r h ) tro _ fact , M ( f h J ct et M ( J£ ro _ fact . Les sous-corps de 
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■Mfact et de -^riiro-fact constitues de leurs elements meromorphes sur C tout entier seront 
respectivement notes M^ ct (C) et ■A4^ ro x oct (C). Nous definissons : 

_r«i. 1 r„i. 1 



x(x + h)---(x + (n-l)h) 1 ar-Wfc 

et : 

= i x^ h ' 



sc(x - /i) • • • (a; - (n - l)h) ' £-{«}>>' 

ce sont des vecteurs propres de S-h- Lorsque nous n'envisagerons pas d'etudier des proprietes 
de confluence, nous nous placerons dans le cas h = 1 et nous omettrons alors h dans toutes 
nos notations (par exemple x~^ — x"^ 1 , etc). 

Nous traiterons, en vue de la confluence, de families de systemes aux differences indexes 
par des pas h > 0. Nous introduisons quelques definitions afin d'alleger les enonces et de 
degager les notions importantes. On se donne ho > 0. 

Definition 1. Soit (C, A) £ R +2 . Donnons nous, pour tout h s]0,/io[, une fonction A^ 
developpable en serie de h-factorielles : 

A^(x) = Y,AW>x-M* £ M n {0f} ct ). 

La famille A^ h \ h £]0, ho[ est dite de type (C, A) s'il existe h' e]0, ho[ tel que pour tout 
h e]0, h' [ et pour tout s £ N* : 

\\A^\\<C\ [s - 1]h 

et si la famille des \\A^\\, h g]0, est bornee. 
Definition 2. Une famille de systemes de pas h £]0, ho[ : 

S- h Y = #)y (2) 

sera dite de Fuchs ou fuchsienne (C, A) en +oo si : 

- pour tout h e\0,ho[, A™ e M n (0 { f h J ct ), 

- la famille A^ h \ h e]0, h [ est de type (C, A). 

Elle sera dite algebrique de Fuchs ou fuchsienne (C, A) en +oo si, pour tout h g]0, ho[, 
A( h ) g M n (<C(x)) et si cette famille est fuchsienne (C, A) en +oo. 

La famille de Fuchs (C, A) en +oo 0) est dite non resonnante si, pour tout h £]0, ho[, 
deux elements du spectre Sp(A^ (+oo)) ne different pas par un entier relatif non nul. 

Nous avons des notions analogues en -co grace au changement de variable x < x. 

Enfin, le systeme obtenu apres la transformation de jauge F £ Gl n (K) ou K est une 
extension de corps de C(x), a partir du systeme 8-hX — AY, est par definition le systeme 
S-hY = A F Y oil A F (x) — I ~ F ( x ~ h ) — (i-hA(x))F(x) ^. e ce j u j obtenu apres le changement 
de variable Y FY). 



3 Resolution. 

Dans cette premiere partie, on etudie des systemes algebriques (i.e. a coefficients ra- 
tionnels) de pas h = l. On dira qu'un tel systeme, 5-iY = AY, est fuchsien s'il est defini par 
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un element A de M n (C(x)) holomorphe a l'infini. II sera de plus dit non resonnant si deux 
elements de Sp(A(oo)) ne different pas par un entier relatif non nul. Un systeme (rationnel) 
T-\Y = BY sera dit singulier regulier s'il peut etre transforme en un systeme fuchsien a 
l'aide d'une transformation de jauge rationnelle. 

3.1 Systemes aux differences fuchsiens non resonnants. 
3.1.1 Rappels. 

Rappelons les etapes de la resolution, en +00, des systemes fuchsiens non resonnants; 
pour plus de details, nous renvoyons le lecteur a [Hj et a 0]. Soit : 

5^Y = AY (3) 

un systeme (algebrique) fuchsien non resonnant, on note Aq = A(oo). On peut montrer qu'il 
existe une unique transformation de jauge F E Gl n {0 f ac t) tangente a / en +00 qui ramene 
au systeme, a matrice constante, defini par Ao (i.e. A F = Ao). 

Remarque. Notons que F(x) et sont bornees pour \x\ assez grand dans tout demi- 

plan droit. 



II sufht done de savoir resoudre le systeme constant defini par Aq. Donnons nous, pour 
it c E 
satisfont 



(k) 

tout c E C, une famille lc , k E N de fonctions uniformes et meromorphes sur C qui 



Posons et — et — l^ k \ Ces deux fonctions verifient : 



S-ie^ = ce~^ (equations des caracteres), 
S-il^ = V^^ 1 ) (equations des logarithmes) . 



Nous choisissons 



Ecrivons une reduction de Jordan de Ao : 

A = Pdiagicil^ +JV Mu ..,c m / (J „ +N fMm )p- 1 . 
Alors, un systeme fondamental de solutions du systeme defini par Ao en +00 est donne par : 

e+ o := Pdiag{eX In+Nn , .., 4 m i, m+ N. m 

avec : 

/i<°> ii r > ... i<f-V \ 
: i{ 0) ... i<"- 2: 

V ... 0' z<'°> J 

On montre sans peine que la solution obtenue est independante de la reduction de Jordan 
choisie. 
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Un systeme fondamental de solutions (canonique) en +00 du systeme fuchsien non reson- 
nant JSJ) est done donne par le produit d'une transformation de jauge F S Gl n (0 fact) 
tangente a / en +00 et de ej^,^; on le note e\. 

Les memes constructions peuvent etre realisees en —00 par le changement de variable 

x < x; on note la solution canonique ainsi obtenue. Elle s'ecrit comme le produit d'une 

fonction developpable en serie de retro-factorielles tangente a / en —00 et de ^/^J— x). 

3.1.2 Comportement asymptotique des solutions canoniques dans le cas non 
resonnant. 

Le resultat suivant est classique. 
Proposition 1. Le systeme ^jj admet une unique solution formelle de la forme : 



avec K G M„(C) et on a K = A (= A(oo)). 

La fonction r(rE-c) x ~ c es ^ developpable e 
(voir l'appendice) ; nous en deduisons que, pour k > 1, la fonction 



La fonction j^x^c) x ° es ^ developpable en serie de factorielles et est tangente a 1 en +00 



l [k) {x)x~ c - l^-^ix) \og{x)x- c + ... + l c °Hx){-l) k hg( k f k x- c 

est developpable en serie de factorielles et est tangente a en +00. II en resulte que la 
fonction e\ x~ A " est developpable en serie de factorielles et est tangente a / en +00. 

La solution canonique, en +00, du systeme (0 est de la forme Fe\ o avec F g Gl n (Of act ) 

tangent a / en +00. On note F la serie formelle des x^ 1 correspondant a F et G celle corre- 
spondant A ° . II est clair que FGx A ° est une solution formelle du systeme considere : 

e'est celle exhibee a la proposition^] De plus, suivant un resultat de B. Malgrange dans |12j . 
une serie de factorielles convergente est asymptotique dans un demi-plan droit a son ecriture 
en serie formelle 1 . Par consequent e\ = Fe\ o est asymptotique, dans un certain demi-plan 
droit {z G C | Re(z) > M}, a la solution formelle de la proposition^ Cela signifie que pour 
tout N e N, il cxiste C N G K+ tel que : 

JV-l 
s=0 

si x G {z G C I Re(z) > M} est de module sumsamment grand. En utilisant l'equation 
fonctionnelle de e\, on voit sans difnculte que ce developpement est valable sur tout demi- 
plan droit. Nous pouvons ainsi enoncer le 

Theoreme 1. La solution e\ est holomorphe et non degeneree dans un demi-plan droit, et 
asymptotique sur tout demi-plan droit a la solution formelle de la proposition precedente. 

Naturcllement, nous avons un cnonce analogue pour e~^(x) dont nous laissons la formu- 
lation au lecteur. 



1 Rappelons que Panneau des series de factorielles formelles est isomorphe a celui des series en l/x, par un isomorphismc 
canonique qui respecte la valuation. 
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Theoreme 2. Si une solution ^ du systeme ^) admet un developpement asymptotique dans 
un demi-plan droit de la forme Zx B ° avec Z G GI„(C((ie _1 ))) et Bq G Af„(C) alors, il existe 
N E Gl n (C) tel que <f = e^iV. 

Demonstration. Le resultat etant independant de la norme choisie, on peut la supposer 
sous-multiplicative. On note <f> = e\ et Yx A ° son developpement asymptotique sur un (sur 
tout) demi-plan droit. Si n G N, on designe par Yi n la n-eme somme partielle de Y ; notations 
similaires pour Z . Soit w la fonction meromorphe sur C et 1-periodique definie par u> = $ _1 \E'. 
Donnons nous N G N tel que, pour tout i£C avec Re(x) > 1, on ait : 



max{\\x Ao \\\\x- Bo l \\x- Ao \\\\x Bo \\} < \x\ 



N 



Puisque 'J (resp. <J>) est asymptotique a Zx B ° (resp. Yx A °) dans un demi-plan droit, il existe 
des constantes C, M > 1 telles que, pour tout igC avec Re(x) > M, on ait : 

\\(<Px- Aa - Y\ 2N )x Ao wx- Ba + Y 12N x Ao lux- Bo - Z| 2 jv|| < Gl^ 2 ^ 1 

et 

\\$x- A °-Y ]2N \\ <C\x\- 2N -\ 
II en resulte que, pour tout x E C avec Re{x) > M, on a : 

||^ 2 ^ Ao ^- So - Z {2N \\ < Clx]- 2 "- 1 + C\x\- n - 1 \\cj\\. 

Soit S un segment compact de [A/, +oo[ non reduit a un point, sur lequel u) n'a pas de pole ; 
ui est done bornee sur 5* + N. On en deduit qu'il existe une constante C > telle que, pour 
tout x G S + N, on ait : 

-Bo 9 ii ^ m\„\-N-i 



\\Y 2N x A °ux- B ° -Z m \\ <C 



x 



Par suite, compte tenu du fait que Y\ 2N est tangente a / en +oo, il existe une constante 
C" > telle que, pour tout x G S + N, on ait : 

||W - ^- A °(^)- 1 ^|2Ar^° || < C'VI- 1 . 

Ceci implique que w est constante. □ 

Corollaire 1. Soit \I/ une solution du systeme ^) admettant un developpement asymptotique 
dans un demi-plan droit de la forme Zx B " avec Z G GZ„(C[[:r _1 ]]) tangent a I en I'infini et 
B Q G M„(C). Alors, B = A Q et * = e\. 

Demonstration. Nous savons que = e\N avec N G GZ„(C). Notons Yx A ° le developpement 
asymptotique de e\ (qui est aussi l'unique solution formelle de notre systeme de la forme 
Fx K avec F G GZ^C^ 1 ]]) tangent a / en I'infini et K G M„(C)) alors, Yx A °N = Zx B « 
done Zx B ° est solution formelle de notre systeme de la forme (serie formelle des x^ 1 tangente 
a / en I'infini)- (puissance de x) done egale a Yx A °, i.e. N = I. □ 

3.2 "Forme normale" des solutions d'un systeme singulier regulier. 
3.2.1 "Forme normale". 

Donnons nous un systeme fuchsien quelconquc : 

£_rY = AY. (4) 



8 



En parfaitc analogic avec les theories des equations differentielles et aux (/-differences, 
la demarche pour resoudre un systeme fuchsien general consiste a se ramener au cas non 
resonnant via une transformation de jauge rationnelle. Le resultat suivant est prouve dans 

Q- 

Lemme 1. Soit A G M n (Ot ac t). Soient ci,...,c„ les valeurs propres de A(+oo) S M„(C). 
II existe une matrice T , a coefficients rationnels, de la forme T = Tq + T\x~ x G Gl n (C(x)) 
avec Tq, T\ G Af„(C), telle que A T soit dans M n (0 fact) et que A T (+oo) ait pour valeurs 
propres c\ + 1, c„. 

Nous pouvons done trouver T G Gl n (C(x)) tel que A T soit holomorphe en l'infini et telle 
que le spectre de A T (oo) soit contenu dans B = {0 < Re(x) < 1} (A T est en particulier non 
resonnant). II est ainsi possible de trouver un systeme fondamental de solutions, en +oo, 
du systeme fuchsien gj}, de la forme M (+°°) N^ 00 ) u Af(+°°) = TF avec F G Gl n (O fact ) 
tangente a / en +oo et 7V( +oc ) est diagonale par blocs, ces derniers etant de la forme : 



-cI u +N u 



/4 0) 4 1 ' - 



V o ... o ;<°> j 



ceB. 



On peut en outre faire en sorte que, pour un ordre fixe sur C (on peut par exemple pren- 
dre I'ordre total -< defini par x < y -^=> [Re(x) < Re(y) ou (Re(x) = Re(y) et Im(x) < 
Im(y))]), les exposants soient ranges par taille croissante et que pour chaque exposant c fixe 
les blocs de Jordan soient egalement organises de maniere croissante suivant leurs taillcs. 
Remarque. II suit d'une remarque anterieure que Af( +0 °) peut etre choisi de telle sorte 
qu'elle soit, ainsi que son inverse, a croissance au plus polynomiale dans tout demi-plan droit. 

Les conclusions precedentes subsistent clairement pour les systemes singuliers reguliers. 
Cela nous conduit a la definition suivante. 

Definition 3. Une solution en +oo d'un systeme singulier regulier sera dite sous forme nor- 
male si elle s 'ecrit comme un produit 

M(+oo) N (+oo) avec M (+oo) e Gl n (Mfact(C)) et iV(+°°) diagonale par blocs, de blocs di- 
agonaux de la forme e^j +N avec c G B et avec les c ranges par ordre croissant (pour I'ordre 
precedemment introduit par exemple) ainsi que la taille des blocs de Jordan pour chaque c 
fixe. La matrice _/V( + °°) est alors dite "log-car" sous forme normale. 

Les raisonnements ci-dessus montrent qu'il existe toujours une solution sous forme nor- 
male. II n'y a pas d'unicite pour les formes normales. 

Theoreme 3. Soit Y — MN et Y' — M'N' deux solutions en +oo sous forme normale 
d'un mime systeme singulier regulier. Alors N' — N et il existe R G Gl n (C) qui commute 
avec N telle que M' = MR. 

Demonstration. Cette preuve reprend une q-analogue; voir JTj. Soit R = M~ 1 M'; e'est 
un element de G/„(yV(/ act (C)). II est clair que N~ 1 RN' est 1-periodique, meromorphe sur 

C. Notons e+i, les blocs diagonaux de N; Li a ses coefficients dans C[il°\HP,...] avec 
ici = ~ir ■ Notations analogues pour N' . On note Rij les blocs de R compatibles avec les 

blocs de N et de N'. Les blocs de N~ X RN' sont les -^f-L~ 1 R i jL'j ; ils sont 1-periodiques. 
Ainsi, les coefficients de L~ x Ri^L'^ sont des solutions de l'equation : 

i X 1 Ci 

t y = — i — rv 
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a coefficients dans A4/ oc t(C)({ic< }*>0j {ffi^}k>o)- Soit Rij = soit R^j ^ 0. Dans ce 

j 

dernier cas, si on note que, d'apres les resultats de l'appendice, i£l , Zv G M.f ac t{log{x)) 1 

3 

alors on obtient Cj = cj i /., ' //,. , /.' G G7„(C)). 

On note Sjj = L^ 1 Ri,jL'j qui est done a coefficients constants. En developpant l'egalite 

LiSij = RijLj dans la base (sur le corps A4 / ac t(C), cf. appendice) des , on deduit (si on 
note 

Li = J2k>o^ci Co.mi et — Sfc>o^ c j ^o,m<) ^l ue ^»>j = ^hi et ^o,mi^i,j = %Co, m ' f ' Ainsi, 
i? G G/„(C) ct R- X KR = K' avec if = {t^N)^ 1 ct if' = {t^N^N'' 1 . Les conditions 
de normalisation impliquent alors K — K' . □ 

Le resultat suivant decoule de remarques anterieures. 
Proposition 2. Si M^ + °°^ N^ +co ^ est une solution canonique sous forme normale alors 
est a croissance au plus polynomiale dans tout demi-plan droit. De mime pour 

(m(+°°))- 1 . 

On a bien sur des resultats similaires en — oo. 

3.2.2 Caracterisation des systemes singuliers reguliers par la forme des solu- 
tions. 

Lemme 2. Toute matrice M G Gl n (Mf ac t) pent s'ecrire sous la forme M — CR avec 
C G Gl n (C(x)) et R G Gl n (0 fact) tangent a I en +oo. 

Demonstration. La preuve est laissee au lecteur. Elle est une adaptation facile de celle du 
resultat analogue pour les g-differences jEj. □ 

Theoreme 4. Si un systeme algebrique t^\Y = AY admet une solution MN avec M G 
Gl n (A4 fact) et N une matrice "log-car" alors il est singulier regulier. 

Demonstration. On ecrit M = CR comme dans le lemme precedent et on definit B = 
(t_iC) _1 AC G M n (C(x)). Le systeme defini par A est rationncllcment equivalent a celui 
defini par B. Mais B = (t-iR)(t^iNN~ 1 )R~ 1 . Ainsi B(oo) = I et B defini un systeme 
fuchsien. □ 



4 Matrice de connexion de Birkhoff et classification ra- 
tionnelle. 

4.1 Notations 

Soit (en notant A^(C/Z) le corps des fonctions meromorphes sur C et 1-periodiques) : 
A' n = Gl n (A4(C/Z)) x {matrices "log-car" sous forme normale}. 
On definit la relation d'equivalence ~ sur A! n par : 

(P,N)~(P',N') 

N = N' et 

3Ri, i? 2 G Gl n (C) t.q. i?iP = P'R 2 et [Rj , N] = 0, i = 1,2; 
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la classe d'un couple (P, N) est notee (P, N). On pose 



L 'ensemble suivant jouera un role fondamental : 

T n = {(PW) | P £ Gl n (€{e 2mx )) et P(±zoo) = e ±l7rN °} c T' n 

ou l'on note(ra) No £ M n (C) la reduite de Jordan sous forme normale correspondant a N 
i.e. la reduite de Jordan Nq telle que e^ o = N. 

Enfin, l'ensemble des classes de systemes singuliers reguliers modulo la relation d'equivalence 
rationncllc est note £ n . On rappclle que deux systemes singuliers reguliers r_iF = AY et 
T_\Y — BY sont dits rationncllcmcnt equivalents s'il existe une transformation de jauge 
rationncllc qui transforme le premier en le second i.e. s'il existe R £ Gl n (C(x)) telle que 
B(x) — R(x — l)~ 1 A(x)R(x) ; e'est clairement une relation d'equivalence. 

Notre but est de decrire les classes de systemes pour l'equivalence rationnelle grace a la 
matrice de connexion de Birkhoff. Le principe remonte a G.D. Birkhoff. 



4.2 Definition et proprietes. 

Considerons un systeme singulier regulier. Soient : 

y(-oo) _ fy[ (-oo) jy(-oo) e £ y(+°o) _ ]\,f ( + 00) ^y(+oo) 

des solutions sous forme normale, en -co et en +00 respectivement. Soit : 

p = (y(+ 00 ))- 1 y(-° ) 

= (iv(+ 00 ))- 1 (Af( +00 ))- 1 Af(- 00 ^^ 00 ) £ Gl n (M(C/Z)) 

la matrice de connexion associee. D'apres le theoremeOl on definit ainsi une application : 

Bit . Sf L ^ J~ n i 

elle associe a la classe d'une equation, la classe du couple forme d'une matrice de connexion 
et de la reduite de Jordan sous forme normale correspondant a N( + °°\ 

En outre, d'apres la proposition [21 M^°°^ et (M^ + °°^) _1 sont a croissance au plus poly- 
nomialc dans les bandes verticales. II en va de meme pour iV(-°°) et (AK+ 00 ))- 1 (d' apres des 
proprietes classiques de la fonction Gamma). Ainsi (y(+ 00 )) _1 y(~ 00 ) est une fonction mero- 
morphe 1-periodique a croissance moderee dans les bandes verticales et done une fonction 
trigonometrique. 

Enfin, rappelons qu'on peut trouver deux solutions sous forme normale qui s'ecrivent : 

y(-oo) = Te - et r (+oo) = Te + 

ou A est holomorphe a 1'infini et A(oo) = Ng est la matrice de Jordan correspondant a 
la forme normale de notre systeme et ou T £ Gl n (C(x)) (une transformation de jauge ra- 
tionnelle qui ramene au cas fuchsien non resonnant). Ainsi, (y(+ 00 )) _1 y( _0 °) = (ej^) _1 e^ et 
les proprietes asymptotiques de et de e\ donnees lors de la soiis-section l3 . 1 impliaucnt : 

(y(+»))-iy(-«»)(±i 00 ) = e ±™No_ 

Finalement, on peut co-restreindre le but de l'application Bir a T n . On note encore Bir 
l'application obtenue. 
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4.3 Matrice de Birkhoff et classification rationnelle. 



Le theoreme principal, dont le principe remonte a Birkhoff, peut maintenant etre enonce. 
Theoreme 5. L' application Bir : £„ — > J- n est une bijection. 

Demonstration. -Injectivite. 

Soient deux systemes t_i7 = AY ct T-{Y = BY donnant le meme element de T n par 
Bir. On peut done choisir : 

= m a,b )n a.b ] et = M^N A + f 



des solutions canoniques sous forme normale en — oo et en +00 respectivement telles que 
(y] +00) )- 1 ^° 0) = (Y^^Yj-^. Par suite : 

y(+oo) (y^+°°))-l _ Y^°°\Yg^ co ^)^ 1 

Rappelons que A^ ±oo) = A^ ±oo) . D'une part, y\ +co) (Y^y 1 est a croissance au plus 
polynomiale dans tout demi-plan droit (cela resulte de remarques precedentes), d'autre 
part Y^ 00 \Yg +00 ' > y 1 est a croissance au plus polynomiale dans tout demi-plan gauche 
par l'egalite ci-dessus ; ainsi cette matrice, a priori seulement meromorphe sur C, est en 
realite rationnelle ; puisqu'elle conjugue nos deux systemes, cela prouve l'injectivite de Bir. 



-Surjectivite. 

II sufht de reprendre la methode de G.D. Birkhoff dans pQ. Voici quelques indications, en 
reprenant ses notations. Soient (P, N) un couple de T n et No la matrice sous forme normale 
correspondant a N; on commence comme Birkhoff (paragraphe 17) : Ai(x) = TPT" 1 ou 
T(x) — x N ° avec les memes choix de branches du logarithme. Alors A\ est asymptotique a 
/ dans tout secteur d'angle < 7r bisecte par le demi-axe des imaginaires purs superieur ; de 
meme en bisectant par le demi-axe des imaginaires purs inferieur. Nous pouvons maintenant 
utiliser les memes raisonnements que G.D. Birkhoff : les deux memes utilisations de son 
"preliminary theorem" permettent de prouver l'existence de deux fonctions meromorphes 
Y~ et Y + telles que Y~ = Y + P et qui sont asymptotiques dans un demi-plan droit pour 
l'une, gauche pour l'autre, a une fonction S de la forme S = Yx N ° oiiFG GZ„(C((a;^ 1 ))). 
Lemme 3. Toute matrice M s Gl n (C((x~ 1 ))) peut s'ecrire sous la forme M = CR avec 
C e Gl n (C(x)) et Re GlniCiix- 1 }}) tangent a I en 00. 

Demonstration. C'est essentiellement la meme que celle du lemme El □ 

D'apres le lemme, il existe deux fonctions meromorphes Y~ et Y + telles que Y~ = Y + P 
et qui sont asymptotiques, dans un demi-plan droit pour l'une, gauche pour l'autre, a S de 
la forme S = Yx A " ou Y € G/„(C[[a; _1 ]]) est tangent a / en l'infini. Comme Birkhoff, on en 
conclut que Q = Y~ (x)(Y~ (x — 1)) _1 = Y~ (x)(Y~ (x — 1)) _1 est rationnelle. Pour terminer 
remarquons que Q est de la forme J+A /a;-|-(termes de degres plus petits). Ainsi, on a trouve 
un systeme (rationnel) fuchsien, defini par une matrice A telle que A(oo) = No (le systeme 
est done non rcsonnant) et admettant deux solutions Y~ et Y + telles que Y~ = Y + P ct 
qui sont asymptotiques, dans un demi-plan droit pour l'une, gauche pour l'autre, a S de la 
forme S — Yx A ° ou Y S GZ n (C[[a; _1 ]]) est tangent a / en l'infini. Le corollaire ^ impliquc 
que Y~ et Y + sont deux solutions canoniques. Ceci termine la preuve de la surjectivite de 
l'application Bir. □ 



12 



5 Confluence des systemes aux differences fuchsiens non 
resonnants vers les systemes different iels. 

Pour les notations et les terminologies employees, nous renvoyons le lecteur a la section 

El 

Nous nous interessons a partir de maintenant, et jusqu'a la fin de cet article, a la con- 
fluence des systemes aux differences fuchsiens non resonnants vers les systemes differentiels. 
Autrement dit, nous etudions les proprietes d'un systeme differentiel fuchsien en l'infini, en 
l'occurrence : 

SY = AY; 

(5 designant l'operateur d'Euler S — t4i) que l'on peut (re)trouver en le voyant comme limite 
quand h — > de systemes aux differences de pas h > : 

Nous considerons des systemes de pas h plus generaux que les systemes algebriques : on les 
supposera dermis par des fonctions developpables en series de /i-factorielles (ou de /i-retro- 
factorielles suivant qu'on s'interesse a ±oo). 



5.1 Resolution des systemes a matrice constante. 

On generalise facilement notre resolution des equations des caracteres et des logarithmes 
a des equations de pas h quelconque. 

Pout tout c G C et tout h > nous nous donnons une famille lt' h \ k G N, de fonctions 
uniformes et meromorphes sur C satisfaisant : 

5_ h l^ =cl^ +l<£- 1 ' h \ 
Posons ei^ + — li°' h ^ et Z( fc ,/t) = l^' h \ Ces fonctions verifient les equations suivantes : 

5- he.^ + — ce^ + (equations des caracteres), 

6- h l (k ' h) = l^' 1 '^ (equations des logarithmes). 

II faut choisir des solutions qui presentent de bonnes proprietes de confluence. Voici des 
choix possibles. 

Exemple 1. Soient : 

Proposition 3. Soient x G C\R~ et, pour h &\Q,ho\, € C tels que > c G C. 

h — >0+ 

Alors, pour tout k G N : 
Demonstration. 
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Lemme 4. Soit x G C\R~. Alors : 

eW+ (x) 

h (-0+ 

uniformement en c G -D(0, r) = {y G C | \y\ < r}. 

Demonstration. Resulte facilement de la formule de Stirling. □ 

Fixons x G C\K~ et r > 0. On considere la famille (indexee par h) de fonctions holomor- 
phes sur D(0,r) fh : c i — > Cc + (x). D'apres le lemme 0] la suite de fonctions //, converge 
uniformement vers / : c i — ► x c lorsque h — ► + . Le theoreme de Weierstrass implique que, 
pour tout fc G N, f ( h k) converge uniformement vers f( k >. Nous en deduisons que, pour tout 
k G N, .fh\c {h) ) ^ f [k) {c). Ce qui est le resultat attcndu. □ 

Exemple 2. Soient : 

c[) r(i-x) ' c 1 ' C V' c {) k\dc> k \c>=c c [h 

Comme dans l'exemple precedent, on prouve la 
Proposition 4. Soit x G C\R+ et, pour h e]0,h Q \, c {h) G C tels que c (/l) > c G C. 

7i — >0+ 

Alors, pour tout k G N : 



Pour resoudre un systeme constant, on procede comme dans le cas du pas h = 1. On se 
donne done un systeme : 

<uy = A h) Y 

ou G M n (C). On reduit Aq sous forme de Jordan : 

A w = pw dia g( clIfii+N ^^ CmIlim+N ^j (pwy 1 

suivant la meme regie que dans le cas du pas h = 1. Alors, un systeme fondamental de 
solutions, en +oo, du systeme de pas h defini par A Q h ^ est donne par : 



PW^(e^ i+ ^ ) ... J eK m+ ^j(pW)- 1 



avec : 



■ ( (0,h) ;(l,f>) 

\ o ... il -^ J 

La solution obtenue est independante de la reduction de Jordan choisie. Nous aurons besoin 
d'une hypothese sur les reductions de Jordan (analogue a une hypothese de (17)1. 

Definition 4. Soient Aq G M n (C) et, pour h G]0,/io[, Aq G M„(C). On dira qu'une 
reduction de Jordan de Aq se diploic en des reductions de Jordan des Ag , h > 0, s'il 
existe une reduction de Jordan de Aq : 

A = PJP- 1 
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et des reductions de Jordan des A Q , h g]0, ho[ : 

A w = P (h)j(h) (pwy 1 

telles que : 

p(h) y p j(h) y j 

h — >0+ h — >0+ 

Notons que l'hypothese de deploiement implique que > Aq. Compte tenu des 

h »0+ 

resultats precedents, on a clairement le resultat suivant. 

Proposition 5. Soit Aq G M„(C) et, pour h g]0, ho[, Aq G M„(C). On suppose qu'une 
reduction de Jordan de Aq se deploie en des reductions de Jordan des Aq , h g]0, ho[- Alors, 
dans le cas de Vexemple 1 (resp. 2) on a, Vx G C \ K~ (resp. C \ R + J : 

eW+Or) > x A ° (resp. {-x) A °). 

h >0+ 

5.2 On se ramene au cas constant. 

5.2.1 La transformation de jauge : enonce du theoreme. 

Soit || • || une norme d'algebre sur M n (C). On note ||| • ||| la norme (sur l'espace vectoriel 
des endomorphismes de M n (C)) subordonnee a || • ||. Designons enfin, pour s G N*, par 
K s A ( h ) I'operateur lineaire sur Af„(C) defini par : 

VA/ G M n (C),K s A ( h ) (M) = A[ h) M - MA Q h) - sM. 

Cette partie est consacree a la preuve du theoreme suivant. 
Theoreme 6. Soit 5- h Y = A^Y, h g]0, ho[ une famille de systemes de Fuchs (C, A) en 
+oo, non resonnants (non necessairement algebriques) . On suppose de plus que : 

sup ||i^\ h) ||| < oo. 

seN*, he]0,h o [ ' 

Alors, V/i G]0, h [, 3\F^ G Gl n {0 { ^ ct ) tel que F^(+oo) = I et (A^)^ = A [ h) , De plus, 

la famille des F^ h \ h G]0, ho[ est d'un certain type (C, A'). 

La preuve que nous donnons de ce theoreme est inspiree de techniques utilisees par A. 
Duval dans et @]. 

Notations. Si A^(x) = J2t=o A^x'^ G M n (Of] ct ), on note : 

+ 00 

A {h \x)=AW(hx)^J2^ l)x ' ls] 

s=0 

avec : 

-Ah) 4 h) 
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5.2.2 Preparatifs. 

Proposition 6. Soit 5_ h Y = A^Y, h e]0, ho [ une famille de systemes de Fuchs (C, A) 
en +00 (non necessairement algebriques), tels que, pour h g]0, ho[, le spectre de A Q h ^ = 
A( h \+oc) ne contienne aucun entier strictement negatif. Soient b = sup seN » t he]o,h [ K s ^ + 
Aq^) _1 || qu'on suppose fini et =/= Uq e C™. Alors, pour tout h e]0, h a [, I'equation 5-hY — 
A^Y admet une solution dans M rh i(0^ ct ) de terme constant Uq si et seulement si Uq est 

dans le noyau de A Q h \ Lorsqu'elle existe, une telle solution est unique, converge dans un 
demi-plan droit, et la famille de ces solutions est de type (Cb\\Uo\\, Cb + A). 

Demonstration. Notons : 

+ oc +00 

Rappelons l'hypothese : 

rt fc) 11 Q) ^ = p fc) ) 1,-11 >- eN * 

c w = £ et a w = 

h h 

Partie formelle. Tout revient a trouver Y^> G M 7lt i{Oj h ^ ct ) de "terme constant" Uq 

et telle que Y^ soit solution de 6-iY^ h \x) = A^ h \x)Y^ h \z) . Nous avons (formule de 
multiplication de deux series de factorielles) : 



avec : 



+00 



A {h \x)Y (h \x) = J2c ( s h) x- 

s=0 



avec : 



et 



r (h) _ li^yW. r (h) _ "jC 1 )-{h) -j(h) -(h) \- {k) {h) (h) 

°0 — A 1 i u s — ^0 1 s "+" A s 1 ' /-^i 3,1 3 1 

U,k,i)eJ s 

J s = {(j, k, l)\j, I > 1, k > 0, j + k + 1 = s} 

(fc) = (j + fc-l)!(/ + fc-l)! 
C ^ fc!(j -!)!(/-!)! ' 



D' autre part 



s=0 



Ainsi, Y^ est solution si et seulement si : 



% h) Y h) = 
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II est done necessaire que soit dans Ker(A^). Dans ce cas, le systeme se resout dc 
proche cn prochc : 



Y 



(h) 



A s r 



E 

U,k,i)eJ a 



Ceci clot l'aspect formel de la proposition. 



Partie convergente. Voyons maintenant ce qu'il en est de la convergence de la solution 
obtenue. 

Notons : = pf^l et # ) = \\Y ( s h) \\, Vs G N. 
De la relation de recurrence ci-dessus, on deduit : 



yi h) < b 



(k)-(h)-(h) 
3,1 a j 



Introduisons une serie majorante : 



A h )> h 
Vi =o 



a s Vo + 2^(j,k,i)&j, c j,i a 3 Vi 



(k)-(h)-(h)> 



s e 



Elle domine la serie de terme general yi^ ■ Notons 



y( h >( x ) = Y,yi h)>x ' ls] e °. 



fact 



8=1 



et : 



-\- DO 



aM>( x ) = J24 h)> x- [s] G Ofact- 



s=l 

La formule de multiplication de deux series de factorielles montre que : 
y( h >(x) = b{y^ ] a {h \x) + a W (x)y^>{x)), 

par consequent : 

V W>(x) = ~y { h) (l ^y— 

A present, on utilise les estimations sur les coefficients de l'inverse d'une serie de factorielles 
d'un type (C, A) (voir ou [E]) ; elles donnent y { s h}> < C (h) by { h) ^gg^g^ . □ 



5.2.3 La transformation de jauge : preuve du theoreme. 

Rappelons l'hypothese : 



h \h 



[8-1] 



avec : 



h h 
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Passons a present a la preuve du theoreme. Notons (x) — Ylt^Q ^ ' x ^ h ■ ^ a ma trice 
satisfait les conditions de la proposition si et seulement si (x)F^(x)—S-hF^{ x ) — 
F( h \x - h)A { h) . 

Ainsi, tout revient a trouver F^ e Gl n (0^ ct ) (tangente a / en +00) telle que F h soit 
devcloppablc en scric dc factoricllcs tangente a l'identite en l'infini et telle que x) — 

S^ 1 F {h \x)^F {h \x-l)A ( h) . 

Cette derniere equation peut se reecrire comme suit : 

+00 



ou, pour s = 0, 1, Ls est l'operateur lineaire defini par : 

Li h \u) = A^U-UA { Q h \ 



L?\ U )=A^\u) + (Af ) U-UA^ 



et pour s > 2 



L{ h Hu) = A^(U) + (A ( h) U-UAf ) )B^ + £ c^UB™ 

avec : 

B^=Af\A^ + I)--(A^ + {s-l)I), s>l. 
Puisque H^/ 1 || < (A^ )' s_1 l, nous avons l'estimation suivante (oil — \\A^\ 

|| L W|| < C [h) T(X(h) + ' ~ 1} + 2qWg W T{a \ + S) 
T(X (h) ) T(ai h) ) 

\ - (fc) r(a< fe) +J )r(A w + ^-i) 
^ j ' 1 r(a {h} ) rn {h) ) 



qui s'ecrit (voir 3 ) 



M i-a w r(A w + s -i) 

a^ + l-A^ P(A (,l) ) 

et qui est majore par 3C^(A )[ s_1 ] pour h suffisamment petit, uniformement en s. D'autre 
part, le spectre de l'operateur qui est egal a {fj, — v | fi, v € Sp(A^)}, ne contient 

aucun entier strictement negatif puisque A est non resonnante. De plus, / appartient au 
noyau de L { h) . Nous sommes done en mesure d'appliquer la proposition 0; cela termine la 
demonstration du theoreme. 
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5.3 Bilan : la solution canonique en +00. 



Nous sommes a present en mesure d'associer une solution canonique a une famille de 
systemes fuchsiens (C, A) en +00, non resonnants. 

Theoreme 7. Soit 5- h Y = A^Y, h e]0, ho[ une famille de systemes fuchsiens (C, A) 
en +00, non resonnants. On note Aq la valeur en +00 de A^ h \ Nous appelons solutions 
canoniques, en +00, de cette famille de systemes, la famille de (systemes fondamentaux de) 
solutions : 



(h)+ (h)+ 

r '"■■> L Ah) 



ou e 



a ete definie en \5.1\ et F^p~f est Vunique transformation de jauge de Gi n (C^ ct ), 



(h) 



tangente a I en +00, telle que on suppose de plus que : 



sup 

sGN*, h£]0,h o [ 



\K-\ 



< 00 



alors la famille des Fv^, h g]0, /iq[ est de type (C , A') pour certains C", A'. 



5.4 Convergence des series de factorielles vers les series entieres a 
l'infini. 

II est naturel de s'interesser a la convergence des series de factorielles vers les series entieres 
a l'infini puisque x~^ h > x~ s . 

fl >0 

Proposition 7. Soit, pour tout h €]0,ho[, Y<- h \x) = J2t=o Y s (h) x-^ h un element de 



M n {Oj h ^ ct ). Soit egalement, Y{x) = X^=fo Y s x s un element de M n (C[[x 

Y s et si la famille des Y^ h \ h g]0, Iiq[ est de type (C, A) alors, pour h > assez petit, 
la serie de h-factorielles formelle definissant Y"W converge pour Re(x) > A + 1; la serie 
formelle definissant Y converge absolument pour \x\ > A + 1 et Y^ h \x) ► Y(x) pour 

h »0+ 

Re{x) > A + 1. La convergence est uniforme sur tout domaine de la forme Re{x) > A + 1 + e 
(pour tout e > 0). 



SiY t 



(h) 



+0+ 



Demonstration. Commengons par la convergence simple. Soit Re{x) > A + 1. On suppose 
h > assez petit pour que les estimations de type (C, A) soient valables. Nous avons : 



\Y< h) x- [s]h \ < C 



< C 



Re(x)W" ' 



De l'inegalite p , — ttt- 
deduit : 



< 



R.e(x) 



et de la croissance de la fonction h 



X+hk 
Re(x)+hk ' 



|y W x -Wh| < C 



n 

k=0 



\ + k 



Re(x) + k 



Re(x) 



La formule de Stirling permet de conclure a la convergence de la serie de terme general 

n 



s-2 
fc=0 



X+k 
Re(x)+k 



Le theoreme de convergence dominee permet de terminer la preuve de la 
premiere partie de la proposition. 

Passons a la convergence uniforme. Soient v > A+ 1 et Re(x) > v + 6 (5 > 0). Effectuons 
la transformation d'Abel suivante : 
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s—m 

n Th—1 



(h) 

k ' 



Nous avons 



= Jh)_ 



-"s+l 



x + h(s - 1) 

s-1 



v{x — v) 



x 



n 

Lfc=i 



v + hk 
hk 



1 



x + hs 



(2) 



D'abord : (1) < 2\v\, ensuite : (2) < v+ g +sh avec : 



/c=i 



i/ + <5 + /ifc 



or d^-dS =d (,!) ^ 



done 



S + l v +S+hB ' 

|cW-cW|<2H5- 1 (dW-dW). 
II apparait d'autre part clairement que, e etant donne, si N est suffisamment grand, alors 
pour tout n > m > N, \Bg\ < 2 \ u \ s- i • ^ s ' en sun ^ c l ue ' P our n > m > N : 

n 

£oWi-W» < e4' l) < £ , 

s—m 

ce qui acheve la preuve. □ 

Le resultat suivant (dont l'utilite apparaitra clairement au corollaire[21de la section !5.5.2|) 
fournit une reciproque partielle a la proposition precedente. 

Proposition 8. Soit A un element de M n (<C(x)) qu'on suppose holomorphe en oo. Soit A^ h ', 
h £]0, ho[ une famille d'elements de M n (C(x)) qui convergent uniformement vers A sur un 
voisinage de oo, lorsque h tend vers + ( en particulier les A^J sont holomorphes en oo pour 
h > assez petit). Notons : 

A(x) = A s x~ s 

s=0 

le developpement en serie entiere au voisinage de Vinfini de A et : 

+ oo 

A( h \x) = J2 A( J l) x~ ls]h 

le developpement en serie de factorielles de A^ h \ Alors la famille de series de h-factorielles 
A^ h \ h g]0, ho[ est de type (C, A) et on a, pour tout s G N ; 



A^ 



h — >0+ 



A,. 
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Demonstration. La seconde assertion pourrait etre justifiee par un rafnncmcnt de la methode 
utilisee pour prouver la premiere (i.e. effectuer les calculs exacts dans le lemme 0) mais nous 
preferons utiliser un resultat de ^H] PP- 142-143. On pose : 



v w <?) = E hr { H \~ x))t et = ^(hx). 



Alors, selon |T^], = h l d ^ (0) = d 1 1 (0). On constate que, sur un certain voisinage de 
0, tp^(x) (qui est holomorphe sur un voisinage fixe de 0) converge uniformement vers ip(x) = 

JZt^o —t^ IT ■ ^ en r ssulte que lim ;i >0 + — Ai- Ce qui prouve la seconde assertion. 

Prouvons maintenant la premiere. 

Lemme 5. Les coefficients du developpement en serie de h-factorielles de -4r = ipn^lx~^ h 
son< tous positifs. 

Demonstration. On commence par le cas h = 1. On precede par recurrence sur n. Le resultat 
est trivial pour n — (ainsi que pour n = 1). Supposons alors que l'hypothese est verifiee 
au rang n : 



Derivant les deux cotes de cette egalite, nous obtenons, grace a la formule de derivation des 
series de factorielles donnee par Norlund dans pp. 220-222 : 

MVL + <L\ (s _ lVx -ls] 

s ^ +l {l(s-2y. + 2( S -3)! + - + s-l) [S ^ ' 

done : 



,7,(1) Jp) J.W 



et la recurrence est achevee. 

Pour le cas h quelconque, il suffit de substituer x/h a x pour obtenir le resultat. □ 

Lemme 6. Nous avons : J2k^o ^kl 01 ^ 1 = a ^ s ~^ h ■ 
Demonstration. Nous avons les developpements suivants : 

1 +oc + 00 

a; - a ^ ^ 

s=0 s=0 

Par identification, nous en deduisons : J^t^o ^kl ^^ 1 = a'* -1 '' 1 , ce qui est le resultat 
cherche. □ 

Par hypothese, il existe un voisinage de Pinfini D — {\x\ > r} sur lequel les (n'ont 
pas de poles et) convergent uniformement vers A. II resulte alors des estimations de Cauchy, 
que pour h > assez petit, il existe une constante C > telle que, pour tout ieN: 

IIA^II < Cr\ 



Avec les notations ci-dessus nous avons 



k=0 
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et, compte tenu de ce que tp^ 1 ) > pout tout k, i, on en deduit que, pour h > assez petit 
et pour tout i E N : 

+00 

\\Af\\<cY,^}r i = {Cr)rW\ 

Autrement dit, la famille des AW est de type (CY, r). Ceci vient clore la preuve du theoreme. 

□ 

5.5 Confluence de difference vers differentielle. 

Pour appliquer la methode dite de Frobenius a un systeme differentiel, on emploiera la 
determination principale du logarithme. Par souci de simplicity, on opte ici pour les caracteres 
et les logarithmes de l'exemple 1. II n'y a aucune difficulte a adapter les enonces pour les 
choix de l'exemple 2. 

5.5.1 Etude locale au voisinage de +00. 

Nous introduisons l'hypothese suivante : 

(H) (i) Soit, pour tout h e]0,fto[, AW e M n (of} ct ). O n suppose que la famille A^ h \ 
h e]0, ho[ est de type (C, A), et que, pour tout s e N, il existe A s 6 M n (C) avec 
Ai h) ► A s (ou A^(x) = J2t=o aPx-W*). 

h >0+ 

(ii) On suppose qu'une reduction de Jordan de Aq se deploie en des reductions de Jor- 
dan des A { h \ h e]0, ho[ i c f- definition 13. 

(iii) On suppose que Aq est non resonnante. 
On suppose que (H) est satisfaite. 

D'apres la proposition|7|la serie formelle A(x) = X^=^o A s x~ s est convergente au voisinage 
de l'infini. Ainsi le systeme differentiel : 

5Y = AY 

est fuchsien en 00 et non resonnant. On note sa solution canonique, en 00, obtenue par 
la methode de Frobenius. 

D'autre part, remarquons que les systemes (aux differences) definis par les A^ sont non 
resonnants pour h > assez petit : cela resulte immediatement de l'hypothese de deploiement 
des reductions de Jordan et de la non resonnance de Aq. 

Theoreme 8. Si (H) est verifiee alors e^J" tend, quand h tend vers + , sur un certain 
demi-plan droit, vers e^- La convergence est uniforme sur tout demi-plan droit Re(x) > C, 
pour C assez grand. 

Demonstration. Notons que l'hypothese sup sgN » h£ -\ h i r 1 1 \K~ X {h} \ \ \ < 00 du theoreme[3est 
ici verifiee (pour h' 6]0, ho[ assez petit). En effet, on a : 

K s.a^( U ) = l^oU ~ UA - su] + \(A { h) - A Q )U - U{A^ l) - A ) 



*0 



= :B7\U) =:C( h HU) 

(B s et C m sont des applications lineaires) ainsi : 
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+oo 



\K-i\\\<a^( b c^ 



k=0 

ou a = sup seN% h>0 H-B^IH < oo, b = sup seN% h>0 \\\B S \\\ < oo et = \\\C^\\\ mais 
tend vers avec h (uniformemcnt en s e N*) et on a justifie l'assertion. 

On a done la famille de solutions canoniques := F^^e^"]"; on abrege F^f en 

i<w. On traite separement la partie "log-car" et la partie "transformation de jauge". 

La partie "log-car" a deja ete etudiee : e'etait l'objet de la proposition 



Passons a la partie "transformation de jauge". On note F la transformation de jauge 
intervenant dans la resolution de SY — AY. D'apres le theoreme0 la famille F^ h \ h g]0, h' [ 
est de type (C, A); ainsi, si on arrive a prouver que Fs^ — ► F s , on pourra conclure grace a 
la proposition [7| 

La transformation de jauge F^ est caracterisee (en reprenant les notations introduites 



cn !5.2.1|l par : F est une fonction developpable en serie de factorielles tangente a l'identite 
l'infb 
Or : 



en l'infmi telle que A {h) (x)F W (x) - <y_iF (h) (x) = F iK \x - 1)^ 



-(-OO 



s=0 



et (formule de translation ; voir par exemple 3 ) : 

+ OC 



F*\x-l)=Fy 



E 



-co 



.-x p(K 



puis : 



avec : 



et : 



A ih) (x)F {h) (x)=J2C s x-^ 



+ 00 



s=0 



j2 cm ( - ] F? i) 



0\M)eJ s 



J s = {(j, k, l)\j, I > 1, k > 0, j + k + I = s} 



(fc) (j + fc- l)!(Z + fc- 1)! 

/■•!;./ li!;/ 1)! " 



On en deduit que FW verifie : 



'F^ = I 

^ h) ^ ) ) = -Af + {s-l)\ 



ES—L 
k=l 



1 Fi 



-Ah) 



'12(j,k,t)£J. C )j A ) ' F l 



(5) 
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ou : 



A„ ,S 



M„(C) 
[7 



M„(C) 



II est bien connu que si A est non resonnante alors (j)-j(h) : M„(C) — ► M n (C) est 

' s 

un isomorphisme pour tout s ^ 0. La non resonnance permet done de resoudre de maniere 
unique les relations de recurrence (J5J : est caracterisee par : 



(-A^ + (--1)1 



2^fc=l (fc-1)! 



</0 



E 



mfF?\szw. 



Maintenant, par recurrence, on voit que Fg admet une limite pour h — ► + qu'on note F' s . 
II est clair que les F' s satisfont les relations de recurrence des coefficients de la transformation 
de jauge du systeme differentiel limite (non resonnant), qui intervient dans la methode de 
Frobenius. Ainsi F' = F s . □ 



5.5.2 Etude globale. 

On se place a present dans le cas algebrique : les matrices qui definissent les systemes 
aux differences et differentiels sont supposees rationnelles. On va "tirer" le demi- 
plan droit introduit pour la transformation de jauge precedente vers la gauche. Pour ce faire, 
on ajoute l'hypothese suivante : 



(H') (i) Soient A un element de M n (C(x)) et h g]0, h [ une famine d'elements de 

M n (C(x)) qui verifient (H). 

(ii) On suppose que A est la limite uniforme, lorsque h tend vers 0+, des AW sur tout 
compact de C \ {poles de A}. 



Dans le point (ii) de (H'), on sous-entend que, etant donne xq un nombre complexe qui 
n'est pas un pole de A, il existe un voisinage de xo sur lequel les A^> n'ont pas de pole, pour 
h > assez petit. 

Notations. On note £1 + le plan complexe prive des demi-droites horizontales issues de 
chacun des poles de A et de et dirigees vers — oo. 

On suppose (H') verifiee. Rappelons qu'alors le systeme differentiel SY = AY est fuchsien 
en oo et non resonnant. On note ejr le prolongement a Q + de sa solution canonique, en oo, 
obtenue par la methode de Frobenius. 

Rappelons egalement que les systemes (aux differences) definis par les A<-V sont non 
resonnants pour h > assez petit. 

-Preliminaires 

Nous utiliserons les deux resultats suivants. Le premier est issu de ^3] alors que le second 
provient de |17j . 
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Theoreme 9. Soient A une fonction continue sur un segment reel }a,b[ a valeurs ma- 
tricielles complexes et t < t\ dans ]a,b[. Soit p un entier non nul et < ■ ■ ■ < s p p ^ une 
subdivision de ]to,ti[ de pas (maximum de la difference de deux elements successifs de la 
subdivision) e p . On suppose que e p tend vers quand p tend vers +00. Alors la resolvante 
du systeme X' = AX est donnee par : 

R(h,t )= lim (/ + ^ 1 )a4 p) 1 )---(/ + ^(4 P) )a4 P) ) 
avec As^ = - . 

Proposition 9. Soient (A Pt i) et (B p ^) deux families de matrices indexees par les couples 
d'entiers (p,i) tels que 1 < i < p. On considere les suites de termes generaux R p = (I + 
A>,i) ■■■{! + ^4p,p) e< S p = (I + B Pt i) ■••(/ + B PtP ). On suppose que, quand p — > +00 : 

- la suite (£i<i< p ||A p ,i||) est bornee; 

- la suite {^i<i< p \\A Pi i — -Bp, ill) tend vers 0. 
Alors, limp >oc ||i? p — S p \\ = 0. 

-Etude 

Notre resultat "global" est le suivant. 
Theoreme 10. Supposons (H'). Alors e 1 ^^ tend, sur + , quand h tend vers + , vers ejj. 
Demonstration. Afin d'allcger la presentation, on pose : 

yW = J h )+ ct y - e~ 
Nous introduisons les notations suivantes oil t, 77 G R : 

Y W {t) = Y W(-t - in) ct Y v {t) = Y(-t - ir,). 

On a : 

c<< +*>=<;+ ^^« k, <<>- 

Nous savons (etude locale) que, pour a <C : 

Y v W (t)— ^Y n (t), t<a; 



quitte a choisir a encore plus petit, on pcut supposer que les poles de A ^ x ^ sont dans le 
dcmi-plan {Re(x) > a}. Soient t\ > a > t tels que ^^'"'^ n'ait pas de pole sur [to,ii]- On 
considere la subdivision suivante de ]io>ii] : 

to < vh < vh + h < v + 2h < ... < vh + Nh = ti 

ou N = E( h ^-) et v = - N. La resolvante R(t ,h) du systeme : 

dt " W t + in Y,l[t) 
est donnee, compte tenu des preliminaires, par : 



i2(*o,*i) = Km(I + h A [ h ^— M )... 

h — >o ti — h + in 

.■■(I + h A{Nh -y^ )(I + ,h X{ - t0 -^ ). 



h- Nh + in 



t + in 
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Remarquons que — t+ fr_^ converge uniformement vers A ^ t .^_ i ^ , lorsque h — ► + , sur 
[io,^i]- Ainsi, d'apres les preliminaircs, la resolvante s'ecrit aussi : 

, (h - h - iri) N 
v ti-Nh + ir) t + in ' 



Par suite : ?„ (/l) 0i) ► J^fti)- 



□ 



Ce theoreme admet un corollaire qui n'impose pas a priori de verifier le type (C, A) qui 
est automatique si on se donne une hypothese supplementaire de convergence uniforme au 
voisinage de oo. On introduit a nouveau une hypothese. 

(H") (i) Soit SY = AY un systeme differentiel algebrique fuchsien en oo et non resonnant. 

(ii) Soient A^ h \ h s]0,/io[ une famille d'elements de M n (C(x)) qui convergent uni- 
formement, lorsque h tend vers + , vers A, sur tout compact de P 1 C\{p61es de A}. 

(iii) On suppose enfin qu'une reduction de Jordan de Aq — ^4(oo) se deploie en des 
reductions de Jordan des Aq 1 ^ (cf. definition 0J. 

Dans le point (ii) de (H"), on sous-entend que, etant donne Xo £ P 1 C qui n'est pas un 
pole de A, il existe un voisinage de xq sur lequel les A^ n'ont pas de pole, pour h > assez 
petit ; en particulier oo est un point regulier des A^ h ' pour h > assez petit. 

On note a nouveau le prolongement a f2 + de la solution canonique, en oo, du systeme 
algebrique fuchsien cn oo et non resonnant SY — AY , obtenue par la methode de Frobcnius. 
Corollaire 2. Si (H") est verifiee alors, pour h' £]0, ho[ assez petit, la famille de systemes 
8- h Y = A^Y, h e]0,h' o [ est fuchsienne (C, A) en +oo, non resonnante et e^~J~ tend, sur 
fl + , quand h tend vers + , vers e-j. 

Demonstration. C'est une application du theoreme precedent en vertu de la proposition 

E □ 

On a des resultats analogues en — oo par le changement de variables x < x. Lorsqu'elles 

existent, les solutions canoniques en — oo seront notees G aL) ■ 

5.6 Matrice de connexion et confluence. 

On definit les matrices de connexion de Birkhoff associees a une famille de systemes 
algebriques fuchsiens non resonnants : 

5- h Y = A^Y 

par : 

P W _ p (h) _ (p W+,-i (h)- 

On introduit une hypothese : 
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(H'") (i) Soient A un clement de M n (C(x)) et A (h \ h e}0,h o [ une famille d'elements de 
M n (C(x)) qui verifient (H') (ou (H")) en +00 ct en —00. 

(ii) On suppose que deux poles distincts de A n'ont pas la meme partie imaginaire et 
qu'aucun d'entre eux n'est reel. 

On suppose maintenant (H"'). 

Notations. On note V(A) l'ensemble des poles de A et on pose V(A) \J{0} = U^ =1 {zj} 
ou les Zj sont deux a deux distincts et ranges selon l'ordre croissant de leurs parties imagi- 
naires. 

On definit ft = C \ [f j=1 (zj + M) ainsi que 0+ = C \ [f j=1 (zj +R~) ct Q~ = C \ 

Uj=i + M+ ) • ° n a d ° nc & = ^ + n 

On note e~ (rcsp. e~) la limite de e^,^ (resp. e^ h) ), sur ft + (rcsp. f2 _ ), lorsquc /i — ► + 

(dont l'existence est assuree par les resultats de la section precedente). Alors P^ ► 

h — >o+ 

P = (e~) _1 e~ sur f2. Puisque e~t et e~ sont des systemes fondamentaux de solutions de 

y A' A A A ~ ~ 

la meme equation differentielle, nous avons_<5P = : P est constante sur les composantes 
connexes de ft; on note Pj+i la valeur de P sur la composante connexe de ft ayant Zj + R 
comme droitc frontierc inferieure et P\ sa valeur sur la composante restante. On a alors le 
Theoreme 11. Si (H"') est verifiee alors la monodromie du systeme differentiel algebrique 
(fuchsien en 00) 5Y = AY autour de Zj dans la base e~ est PjPj~ +l . 

Demonstration. En effet, un cercle direct jj (de rayon assez petit) autour de Zj peut etre vu 
comme un chemin 7+ dans ft+ suivi d'un chemin 7J" dans ft - . Le prolongement analytique 
le long de 7+ transforme e% en e~,P~\ ; celui le long de 77 transformc e~ cn e~P, et done, 

J A A J A A J 

le long de jj, e~~ est transforme en e-PjP^. □ 

Les hypotheses de ce theoreme n'excluent pas la presence de singularites irregulieres a 
distance finie de l'origine. 

5.7 Exemples. 

5.7.1 A^{x) = A (I) , A G M n (C(x)) holomorphe k l'infini et non resonnante. 

II est aisc de verifier que la famille des systemes definis par A^ h \x) = A (^) rentre dans 
le cadre de notre etude et done que la solution canonique en +00 tend, quand h tend vers 
0+, vers x A ° sur C\R~. 

5.7.2 A( h \x) = A(x), A G M n (C(x)) holomorphe a l'infini et non resonnante. 

Puisque A^ h \x) = A(x) converge uniformement vers A(x) sur tout compact de P 1 C prive 
des poles de A, cet exemple fait partie du champ d'application de nos resultats. 
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5.7.3 Un exemple regulier en dimension 1 : 8-hy{x) — x _^_ x y(x). 



;—hrT 3/0*0 avec Im(X) > verifie les hypotheses du 
corollaire |2 Les solutions canoniques sont donnees (en +oo puis en — oo) par : 



La famille des systemes 5-hy{x) 
:anon 

r(f)r(^) 



rc-g + i + qW)r(-f + i + oif') 
r(-f + i)r(-f + i + 

A 



r(|- a ^)r(f-4 ft) ) 



et 



avec : 



on a : 



et : 



A 



I - > l-4^/i 



v (h) 



et a, = , 
z h 



1 



a 



CO 



A 

La formule des complements permet d'ecrire : 



>o+ A 



1 - ^rh + o{h) 



p(h) = Sm (f -"l h) )^(f -"2 



Par suite 



siii(f)sm(M) 



Pi = 1, P 2 = e"^ et P 3 = 1. 



Ainsi, e 27rl A est la monodromic autour de et 



* celle autour de A (on peut directemcnt 



verifier qu'il s'agit du bon resultat ; en cffct, la methode de Frobenius donne, comme solution 

canonique du systeme limite, la fonction x i — > (^r-) A qui a bien les monodromies ci- 
dessus). 



A A propos des caracteres et logarithmes utilises. 

A.l Les "caracteres" et "logarithmes" comme elements de Of act [\og(x)}. 

D'apres ^3], la fonction r ffi? e \ x~° est developpable en une serie de factorielles conver- 
gente et tangente a 1 en +oo; de la nous deduisons, pour k > 1 : 



. d k T(x) 
dc k T(x — c) 



fc-i 



^2SU(x) 10^^) + fife (a:) log fe (x) 



i=0 



ou les i — 0, ...,n — 1 sont dans Of a ct et tangentes a en +00 et f2„ S Of ac t et est 
tangente a I en +00. 

A. 2 Applications. 

A l'aide dc lA.ll nous pouvons prouver la 

ffe) ✓ , 

Proposition 10. Les logarithmes l c , k eN sont lineairement independants sur A4 f ac t. 
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Demonstration. Supposons qu'il existe une relation lineaire non triviale X)fc=o ak ^ c — ou 
ak G M fact- Pour tout entier k tel que 7^ 0, il existe at G Z tel que Q ?e, c e? ; > 

x k '°g W z >+oo 

bk G C*. On divise alors la relation lineaire par x k+c log fe (:r) ou k est le plus grand des entiers 
n tels que a n = max{ay }j . On passe ensuite a la limite pour obtenir une relation de la forme 
a = avec a G C*, ce qui est absurde. □ 

Proposition 11. L'equation : 

r~ l y = - — I — -,v (6) 

x — 1 — c 

n'admet pas de solution non nulle dans M.f a ct(log(x)) lorsque d = c — d £ 1. Si d — 0, les 
seules solutions dans Mf a ct(log(x)) sont les constantes. 

Demonstration. Soit : 

Y!i=o l °9 % {x)9.i 

y E^MW 

une eventuelle solution de © dans M f act (log(x)) (f2j, fl'j G Mf ac t)- Rappelons qu'etant 
donne G Of ac t \ {0}, il existe n G Z tel que G C/ a ct et tende vers une limite non nulle 
pour x — > +00. Ainsi, y peut s'ecrire sous la forme : 

= J27=o lo9 l {x)x a ^VL i 

11 v; /o /r ;,•),•»'<); 

avec Qj, G Of ac t telles que r2i(+cx)) et f^-(+oo) soient non nulles et ol^oI^ G Z. On en 
deduit qu'il existe a, (3 G Z tels que x a log& (x)y tende vers une limite non nulle a G C* pour 
x — ► +00. D'autre part, l'equation © admet une solution de la forme Fe^, avec F G Of ac t 
tangente a I en +00 (on prend la solution canonique du systeme fuchsien non resonnant). 
Posons : 

u = (Fe+y'y G Gl n (M(C/Z)). 
Ainsi x a logP(x)u)Fe a 7 tend vers une limite non nulle a G C* pour x — > +00. En notant 

que ^ verifie la meme propriete, on en deduit que ojx d x a log^(x) admet une limite finie non 
nulle pour x — > +00. Lorsque d ^ —a + iM., il est clair que c'est impossible. Dans le cas 
restant, il existe A G R* tel que x = —a + iX et u){x)x tX admet une limite finic non nulle 
pour x — > +00. Ccla implique que, etant donne xq un point reel qui n'est ni un pole, ni 
un zero de ui, la suite (xq + n) lX admet une limite pour n G N qui tend vers l'infini. C'est 
evidemment faux. Enfin, si d = 0, il est clair que ui est constante ; Fe^ est alors egal a 1. □ 
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